CATALUNA / MATEMATICAS 2/ JUNIO 17/
EXAMEN RESUELTO sm

Responde a CINCO de las seis cuestiones. En las respuestas, explique siempre qué quiere hacer y
por qué.

Cada cuestion vale 2 puntos.

Puede utilizar la calculadora, pero no se autorizara el uso de calculadoras u otros aparatos que
tengan informacién almacenada o que puedan transmitir o recibir informacion.

Ejercicio 1
Sean las rectas de 00 °
{f/x—_ZZ::; s:x+1:yT_2:z—1
a) Compruebe que son paralelas.
[1 punto]
b) Calcule la ecuacién vectorial del plano que las contiene.
[1 punto]
Ejercicio 2
Considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
xX-y+z=0
2x +kz =1

x+(k+l)y+z=k*>-4

en el que k es un parametro real.

a) Discuta el sistema para los diferentes valores de k.
[1 punto]

b) Resuelva el sistema para el caso k =-2.

[1 punto]

Ejercicio 3

Responda las siguientes cuestiones:

a) Compruebe que la recta tangente a la curva y = x? en el punto de abscisa x =2 es la recta
y =4x -4 y calcule los puntos de interseccién de esta recta con los ejes de coordenadas.
[1 punto]

b) Calcule el area limitada por la curva del apartado anterior, la recta tangente en x =2 y el eje de
abscisas.

[1 punto]
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Ejercicio 4

0 1 0
Considere la matriz A= 0 0 -1
-1 0 0

a) Calcule las potencias A?, A®y AS.
[1 punto]
b) Calcule la inversa de la matriz AS.

[1 punto]

Ejercicio 5

Sea {

a) Discuta el sistema segun los valores del parametro a, e intérprete el resultado geométricamente.

- Q)

11 1
a1 a ] la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales.
1 a a’

[1 punto]

b) Para a=1 encuentre la forma paramétrica del plano solucién y dé un punto y dos vectores
directores de este plano.

[1 punto]

Ejercicio 6
El croquis de debajo representa la pared de un desvan con el techo inclinado, en la que se quiere
construir un armario rectangular como el de la zona sombreada.

A B C
6m

a) Exprese el area del rectangulo en funcién de la longitud x del segmento AB.
[1 punto]

b) Determine las dimensiones del rectangulo si se quiere que tenga una superficie maxima y calcule
esta superficie maxima.

[1 punto]
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SOLUCION
Ejercicio 1
a) Para determinar la posicion relativa de las rectas r y s tenemos que calcular los rangos de las matrices

M=(V,v,))y M'= (\7,, v, @) siendo v, y v, vectores directores de ry s, respectivamente, y Ry S
puntos de ry s, respectivamente.

Las ecuaciones paramétricas de s son (tomando z=2):

1y x:%+k
Pty
y B y =2z Z=X

De este modo tenemos

v,=(121) v,=(121) R(%,0,0j S(-1,21) R—S:(—%,ZAJ

1 21
Lo 12 1 V(s - say | 1 21
M=(v, S)—(1 5 1) M—(v,,vs,RS)— 3
-— 2 1
2
1 2
Observemos que rg(M) =1 por ser sus filas iguales y rg(M")=2 por ser |M'|:O y| 3 9 =5=0, por
2

tanto, las rectas ry s son paralelas.

b) El plano que contiene a las rectas ry s viene determinado por un punto cualquiera de ellas, por ejemplo,
S, y los vectores directores v, =v_ y RS, por tanto, su ecuacion vectorial es

ni(xy.z)=(-121)+1(12 1)+u(—%, 2, 1)
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Ejercicio 2
1T -1 1 1 -1 1 0
a) Las matrices asociadas al sistemason A={2 0 k|yA*=12 0 kK 1
1 k+1 1 1 k+1 1|k*-4
Tenemos:

1 -1 1
|A|=2 0 kl=-K+4=0>k’=4=k=-2k=2
1 k+1 1

e Para k=-2 vy k=2 tenemos |A| # 0, con lo que rg(A) =rg(A*) =n° de incognitas = 3 y, por tanto, el
sistema sera compatible determinado.

1 -1 1 1 -1 1|0
e Para k=-2 tenemos |A|=0, con lo que rg(A)<2,siendo A=|2 0 -2|yA*=|2 0 -2|1
1 -1 1 11 1|0
1 -1
El menor de orden 2 s o= 2+0,conloque rg(A)=2.
Afadiendo a este menor la columna de los términos independientes tenemos
110
2 0 1=0=>rg(A*)=2
110
Por tanto, rg(A) =rg(A*) < n® de incognitas y el sistema sera compatible indeterminado.
1 -1 1 1 -1 1|0
e Para k=2 tenemos |A|=0, con lo que rg(A)<2,siendo A=2 0 2|y A*={2 0 2|1
1 3 1 1 3 1|0

El menor de orden 2 ‘1

5 0‘:Z;Ito,conloque rg(A)=2.

Anadiendo a este menor la columna de los términos independientes tenemos

110
2 0 1=-4#0=rg(A*)=3
1 30

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema sera incompatible.
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b) Para k =-2 el sistema

x-y+z=0
2x—-2z=1
x-y+z=0

es compatible indeterminado. Para resolverlo, teniendo en cuenta el menor de orden dos utilizado para
calcular el rango de A en este caso, podemos eliminar la tercera ecuacion y hacer z = ), obteniendo:

X-y+z=0__[x-y=-A 1 1 B
{2)(_22:1 {2X21+27\’:>X—2+7\.,y—2+27\,,z—7\.

Ejercicio 3

a) y=x*=y'=2x
La ecuacién de la recta tangente en el punto de abscisa x =2 es
y-22=2-2(x-2)=>y-4=4(x-2)=> y=4x-4
Puntos de corte de larecta y =4x -4 con los ejes de coordenadas:
Eje OY: x=0= y = -4 = Punto (0, -4)
Eje OX: y=0=4x-4=0= x=1= Punto (1, 0)

b) Esbozamos las graficas de las funiones para tener una idea del area que debemos calcular.

Obtenemos:
Y

1 2 1 2
S:j x? dx+I X*—(4x—-4) dx:j x? dx+J x*—4x+4 dx =
0 1 1

0

37 3 2
:{X—} +{X——2x2+4x} :(1—0j+(§—zj:2 u? 1
3], |3 3 3 3) 3 \
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Ejercicio 4
0O -1 0yO0O -1 O 0 0 1
a) A2’=AA=| 0 0 -1| 0 0 -1|=/1 0 0
-1 0 O)\-1 O O 010
0 0 10 1 -1 0 O
A*=A2A={1 0 0|l 0O 0O —1|=| 0 -1 =/
01 0)l-1 0 O 0O 0 -1

A® = A% = (-1)(-1) =1

b) A== AA°=1=(A%) = A

Ejercicio 5

a) Las matrices asociadas al sistema son

Geométricamente, el sistema representa la posicion relativa de tres planos.

Tenemos:

|A| = =a’-3a+2=0=a=-2 a=1(raiz doble)

—_ a Q
Q a

1
a
1

e Para ax-2y a=1tenemos |A#0, con lo que rg(A)=rg(A*) =n° de incognitas = 3 y, por tanto, el
sistema sera compatible determinado.

Geomeétricamente, los tres planos se cortan en un punto, es decir, forman un triedro.
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e Para a=-2 tenemos |A/ =0, con lo que rg(A) <2, siendo

-2 1 1 -2 1 1] 1
A= 1 -2 1|y A= 1 -2 1|2
1 1 -2 1 1 -2| 4

El menor de orden 2 ‘_21 21‘ =3=0,conloque rg(A)=2.

Anadiendo a este menor la columna de los términos independientes tenemos

-2 1 1
1 2 -2[=9#0=rg(A*)=3
1 1 4

Por tanto, rg(A) = rg(A*) y el sistema sera incompatible.

Geomeétricamente, los tres planos no se cortan, por lo que bien forman un prisma (son secantes dos a
dos) bien dos planos son paralelos y el otro los corta. Si se diera este ultimo caso, habria dos filas de
A proporcionales, como no sucede asi, los tres planos forman un prisma.

e Para a=1tenemos |A =0, con lo que rg(A) <2, siendo
111 11 1|1
A=11 1|y A*=|1 1 1|1
111 171 11
Obviamente rg(A)=rg(A*)=1<n°de incognitas y el sistema sera compatible indeterminado con
grado de indeterminacién 2.

Geométricamente, los tres planos son coincidentes.

b) Para a =1 el sistema representa tres planos coincidentes, el sistema se reduce a una unica ecuacién del
plano n: x+y +2z =1, cuyas ecuaciones paramétricas son:

X=1-p—-»A
X+y+z=1=y=pn
z=>\

A partir de estas ecuaciones paramétricas encontramos el punto del plano P(1, 0, 0) y los vectores
directores v, =(-110) y v, =(-10,1).
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Ejercicio 6

a) Sea y la altura del rectangulo sombreado, con lo que su area serd S=(6—-x)y .

Para expresar y en funciéon de x observemos que el area trapecio de altura AC coincide con la suma de
las areas de los trapecios de altura ABy BC, es decir:

(3+21)'6 :(y+21)x+(3+y)2(6_x):>24:xy+x+18—3x+6y—xy:>6y—2x:6:>y: 3;)(

Por tanto, el area del rectangulo viene dada por la expresion

_ _ 2
0= B0 _ a8 oy g

2
b) Queremos maximizar la funcién S(x) = w en el intervalo [0, 6].

_ —2x+3

Tenemos: S'(x) 0:—2x+3=0:x=%

Como S(1)=6, S[gj :¥ y S(6) =0, el maximo se alcanza cuando x :% y su valor es S :24—7, por

tanto, la superficie maxima, S:%:6,75 m? se obtiene cuando x=%=1,5 m, es decir, cuando el

3+x

rectangulo tiene 6-x=4,5m de basee y = =15 m de altura.
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